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RESUMO

Neste trabalho, fizemos um estudo introdutério sobre Otimizagdo Continua, mais espe-
cificamente sobre o Método do Gradiente. Aplicamos este método com a finalidade de
encontrar o ponto critico de uma fun¢do académica. Embora o Método do Gradiente
ndo identifique se um ponto critico € um extremo da fungéo estudada, neste trabalho,
provamos que o ponto critico obtido € o minimizador global da funcgéo.
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CRITICAL POINT AND CONVEXITY: AN OPTIMAL RELATIONSHIP

ABSTRACT

In this work, we study Continuous Optimization, more specifically, the Gradient Method. We
apply this method in order to find the critical point of an academic function. Furthermore,
although the method does not identify whether the critical point is an extreme of the
objective function, we prove it is the global minimizer of the function.
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INTRODUCAO:

A Otimizacao Continua preocupa-se com o desenvolvimento de teorias que con-
tribuam para melhorias em métodos iterativos. Tais métodos visam solucionar diversos
problemas envolvendo a maximizacdo ou minimizacao de funcdes continuas modeladas
matematicamente a partir de problemas encontrados nas ciéncias fisicas, econémicas e
de gestdo, na pesquisa operacional, nas industrias, nas engenharias aeroespacial, meca-
nica, elétrica, quimica etc. veja [4,5]. Alguns métodos de otimiza¢cao mais conhecidos séo
o Método de Newton, Método quase-Newton, Método de regido de confian¢a, Método do
Gradiente, veja [1,2].

O objeto de estudo deste trabalho é o Método do Gradiente, utilizado para de-
terminar pontos criticos de func¢des diferenciaveis a fim de minimiza-las. Este método
gera uma sequéncia da seguinte forma: dada a iterada inicial, a partir deste ponto e na
direc&o oposta ao vetor gradiente da funcdo estudada obtem-se a proxima iterada e assim
sucessivamente. A sequéncia assim gerada, converge para um ponto critico da fungéo
objetivo. Aplicamos este método em uma funcéo real definida no plano e obtivemos o
ponto critico em apenas trés iteradas. Apesar do método ndo garantir que este ponto
critico € um extremo da funcgéo, utilizando convexidade, provamos que tal ponto € o
minimizador global. No restante deste trabalho apresentamos o Desenvolvimento e a
Concluséo.

DESENVOLVIMENTO:

Nesta secdo, apresentamos o Método do Gradiente. Observamos que para 0
estudo deste método foi necessario estudar conceitos basicos de Analise Matemética no
espaco n-dimensional. Para isso, utilizamos [3]. O que segue descreve formalmente o

Método do Gradiente.

Algoritmo 1: Método do Gradiente
1. Dadopo € R", k=0

REPETIR ENQUANTO Vf(px)/= 0
2. Defina dix = -Vf(p«)
3. Obtenha t« > O; f(p« + tidk) < f(p«)
4. Facga pi+1 = p + tidk

5 k=k+1

Note que, inicialmente, escolhemos um ponto arbitrario po € R". Se Vf (po) = 0, O
Algoritmo para, caso contrario, seguimos para o passo 2 e definimos a direcao de descida
do= -Vf (po). NO passo 3 selecionamos um parametro t, € R dado pela busca de
Armijo, veja [1]. Assim, no passo 4 definimos p: = po + todo. Destacamos que este
algoritmo gera uma sequéncia que converge para um ponto critico da funcao estudada,
veja [2]. Formalmente, temos:



Teorema 1. O Algoritmo 1, com o tamanho do passo calculado pela Busca de Armijo gera
uma sequéncia tal que todo ponto de acumulac¢éo é um ponto critico da funcéo estudada.

Exemplo 1. Considere f : R? - R definida por
fxy)=(x=2)/2+(y - 1) 1)

Tomamos po = (0; 2). Verificamos que Vf(po) = (-2;2). Portanto, definimos do =
-Vf (0; 2) = (2; -2). Para obtermos o tamanho do passo t,, utilizamos a Busca de Armijo
dada por

f(p+td) < f(p)+ nt(Vf(p),d), Vt € [0, 6), n € (0, 1). 2

Fazendo po= (0; 2), do= -Vf (0; 2) = (2; -2) e n = 1/2, por (2) obtemos to = 1/2. Assim,
temos p:1 = (0; 2) + 1/2(2; -2) = (1; 1). Observamos que Vf (p1) = (-1; 0)/= 0. De forma
analoga a obtencao de p;, determinamos as proximas iteradas. A Tabela 1 apresenta

Xk dk ti V£ (x«)
0;2) | (2,-2) | 1/2| (-2;2)
(1,1) | (3,0) 1 ] (=30
2D | ©0 [ 1 | (0,0
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TABELA 1: Iteradas do Método do Gradiente para f(x, y) = (x - 2)%/2 + (y - 1)%

k, x«, di € t,, que sdo respectivamente, o indice da iterada, o termo da sequéncia, o
negativo do gradiente e o tamanho do passo na k-ésima iterada.

O Método do Gradiente ndo determina se um ponto critico € um extremo da fungéo.
Contudo, provamos que tal ponto é minimo global. Para isso, utilizamos a definigdo de
convexidade de uma fung&o e o seguinte lema:

Lema l. Seja € c R" convexo e f : C - R uma funcéo convexa e diferenciavel.
Considerex € C. Se (Vf(x], (y —x)y=0, Vy € C, entdo x € minimizador global de f.
Em particular, todo ponto critico € minimizador global.

A Figura 1, apresenta o ponto de minimo global da funcdo dada em (1).
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FIGURA 1: Ponto A, minimizador global de f(x, y) = (x — 2)%/2 + (y — 1)~



CONCLUSAO:

Neste trabalho, estudamos o Método do Gradiente. Tal método gera uma sequén-
cia que converge para um ponto critico da func&o analisada. Aplicamos este método para
minimizar uma funcgéo real definida no plano, o que nos possibilitou uma melhor visuali-
zacao do comportamento do método. Além disso, observamos que nado é assegurado
gue o ponto de convergéncia da sequéncia gerada pelo Algoritmo (1) seja um extremo da
funcdo. Contudo, usamos convexidade e provamos que o0 ponto critico encontrado é o
minimizador global da funcdo obijetivo.
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