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RESUMO

Revisamos os conceitos de equacdes diferenciais ordinarias, algebras de Lie e grupos
de Lie. Efetuamos a aplicacfes de simetrias de Lie a sistemas de equacdes diferenciais
ordindrias especificos oriundos de problemas da fisica tedrica. Em particular estudamos
em detalhes as equacOes diferenciais de Bernoulli e Riccati, incluindo também seus
aspectos sociais, historicos e aplicacées. Obtemos solucdes de equacbes diferenciais
ordinarias através da identificacdo de suas simetrias de Lie. Aplicamos a equacédo de
Riccati na mecanica quéantica supersimétrica onde utilizamos o conceito de
superpotencial para fatorar a equacdo diferencial de Schrédinger, em principio de
segunda ordem, em duas equacdes diferenciais de primeira ordem.

PALAVRA CHAVE: Algebra de Lie; Bernoulli Equacbes Diferenciais Ordinarias;

Riccati; Simetrias.

Bernoulli and Riccati Ordinary Differential Equations: historical aspects,

resolutions and applications

ABSTRACT

We review the concepts of ordinary differential equations, Lie algebras and Lie groups.
We apply Lie symmetries to specific ordinary differential equation systems arising from
theoretical physics problems. In particular, we study in detail the differential equations of
Bernoulli and Riccati, also including their social, historical and application aspects. We
obtain solutions of ordinary differential equations by identifying their Lie symmetries. We
apply the Riccati equation in supersymmetric quantum mechanics where we use the
concept of superpotential to factor the Schrodinger differential equation, in second-order
principle, into two first-order differential equations.
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INTRODUCAO

Nosso estudo tem por objetivo trazer um aspecto mais humanizado das equacdes
diferenciais ordinarias do tipo Bernoulli e Riccati, todavia, sem deixar de lado as suas
resolucdes e aplicacbes. Apos um estudo inicial de métodos de resolucao de equacdes
diferenciais ordinarias de primeira ordem, fomos envolvido pela beleza das equactes
de Bernoulli e Ricatti bem como engenhosidade de suas soluc¢des. Tal fato nos motivou
a procurar 0s aspectos humanos, sociais e histéricos por tras dessas equacoes.

Estudamos as simetrias de tais equacdes geradas por transformacdes de Lie.

MATERIAL E METODOS

Conceituamos simetria de maneira geral via teoria de grupos de transformacoées.
Observamos simetrias presentes em varias teorias da fisica. Em particular procuramos
simetrias em equacdes diferenciais ordinarias aplicadas a descricdo de problemas
fisicos. Revisamos os conceitos de grupos e algebras de Lie. Procuramos solucdes de
equacles diferenciais ordinarias de primeira ordem nao lineares via investigacdo de
simetrias de Lie, finitas e infinitesimais. Incluirmos aspectos sociais e historicos relativos

a equac0es diferenciais ndo lineares.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Jakob Bernoulli (1654 — 1705) foi um matematico sui¢co que pertenceu a grande familia
Bernoulli que durante trés geracdes deu ao mundo oito notaveis cientistas e uma
grandeza de desavencas e curiosidades sobre essa familia tdo voltada a matemética,
dentre elas, a rivalidade entre Jakob e seu irmao Johann Bernoulli, criador do desafio
denominado Braquistocrona que foi langado aos matematicos mais brilhantes da
Europa. Em 1690, Jakob introduziu o termo "integral” em sua solu¢éo do problema para
determinar a curva de descida constante. Na mesma época, a relagédo entre Jakob e
Johann deteriorou-se principalmente por causa do temperamento quente e excitavel do
jovem e muito ambicioso Johann. As brigas amargas entre eles tornaram-se tdo notorias
guanto a disputa de prioridade entre Leibniz e Newton, que comegou mais ou menos na

mesma época, sobre a criagdo do calculo infinitesimal.
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As equacdes do tipo Bernoulli sdo equacdes diferenciais ordinarias ndo lineares,
descritas no formato: y’' + p(x)y = f(x)y™ . Partindo desse tipo de equacdo
conseguimos por meio de uma mudanca de variavel recair em uma equacao diferencial
linear em poucos passos:

FIGURA 1: Resolucdo da equacéo de Bernoulli.
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Mudancga de variavel:
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Sendo a equacado (10) uma equacédo diferencial linear, onde podemos resolver pelo
método do fator integrante. De fato, definindo P(x) = (1- n)p(x) e Q(x)

(1-n)f(x), a solucdo geral da equacéo linear (10) pode ser escrita como w(x)

100 (S Q) I(x)dx + C) como I(x) = el Pdx,

J& o matematico Jacopo Francesco Riccati nasceu em Veneza na Italia em 1676. Além
de sua famosa equacao diferencial, Riccati também deu contribuicbes matematicas
importantes sobre hidraulica que foram muito importantes para a cidade de Veneza. As
equacdes diferenciais ordinarias do tipo Riccati sdo descritas no formato: y’ = p(x) +
qg(x)y + r(x)y? e, diferentemente da equacdo de Bernoulli, a de Riccati necessita de
uma solucao particular para ser resolvida, e assim recair em uma equacao de Bernoulli.
Embora Jacopo Francesco Riccati e Jakob Bernoulli tenham coexistido na mesma
época pouco se sabe sobre conexdes entre eles, entretanto, uma de suas equacgdes foi
parcialmente resolvida por dois dos notaveis cientistas da familia Bernoulli, o que
contribuiu para a generalizagdo do formato de sua equacdo e provando que se
conhecemos uma solugéo particular dessa equacao diferencial podemos reduzi — la a

uma equacao de Bernoulli, da seguinte forma:
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FIGURA 2: Resolucdo da equacéo de Riccati.

y'=p(x)+ q(x)y+r(x) y22 (1)

y =yp + u (Solugao particular) (2)

Substituindo a equagéo na (1):

yp' + U’ = p(x) + q(x)(yp + u) + r(x)(yp? + 2ypu + u?) (3)

P(x) + q(x)yp + r(x)yp* + u' = p(x) +q(x)yp + q(x)u + r(x)yp? + r(x)2ypu + r(x)uz  (4)
u' = [q(x) + r(x)2ypJu + r(x)u*  (5)

Podemos observar que a equacgao (5) € uma equacgao do tipo Bernoulli, onde n=2.

CONCLUSOES

Embora essas equacfes diferenciais ordinarias sejam matematicamente relativamente
simples, suas aplicacdes sdo de grande importancia em diversa areas, como na
mecanica quantica supersimétrica e em problemas variacionais, onde um operador de
Schrédinger de segunda ordem pode ser fatorado em dois de primeira ordem resolvendo
uma equacdo de Riccati e determinando o correspondente superpotencial. Além disso,
seus aspectos histdricos sdo extremamente ricos, atraindo os entusiastas das equacfes

diferenciais e trazendo mais humanidade a essas equacdes.
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