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RESUMO

Definimos um Espacgo Vetorial real como um conjunto ndo vazio que possui duas
operacbes, chamadas de adicdo e multiplicacdo, que obedecem a algumas
propriedades estabelecidas. Dadas essas definicbes, temos a algebra de Lie que
consiste em um Espaco Vetorial ao qual é agregada uma operacao binaria bilinear
antissimétrica satisfazendo a identidade de Jacobi. Assim, o presente trabalho visa
definir e caracterizar as estruturas de colchetes de Poisson e de Dirac e demonstrar
gue constituem efetivamente algebras de Lie. Em funcdo do que foi mencionado,
percebe-se a importancia de abordar esse assunto e qudo rica é essa algebra.
Encerramos com alguns comentarios sobre aplicacfes dos colchetes de Poisson e
Dirac em outras areas de Matematica, Matematica aplicada e Fisica-Matematica.
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POISSON AND DIRAC BRACKET STRUCTURES AS LIE ALGEBRAS

ABSTRACT

We define a real Vector Space as a non-empty set that has two operations, called
addition and multiplication, that obey some established properties. Given these
definitions, we have the Lie algebra that consists of a Vector Space to which an
antisymmetric bilinear binary operation satisfying the Jacobi identity is added. Thus, the
present work aims to define and characterize the Poisson and Dirac bracket structures
and demonstrate that they effectively constitute Lie algebras. Based on what has been
mentioned, one can see the importance of approaching this subject and how rich this
algebra is. We close with some comments on applications of Poisson and Dirac
brackets in other areas of Mathematics, Applied Mathematics and Mathematical
Physics.
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Ao iniciarmos nosso estudo sobre algebras, especificamente sobre &algebras de
Lie, é importante trazer sua origem provinda da definicdo de espaco vetorial; este é um
dos exemplos mais significativos de estrutura algébrica, no qual para sua construgao
seguimos determinadas condicbes e operagbes trabalhadas através de objetos
matematicos. Em patrticular, toda algebra é também um espaco vetorial. Uma éalgebra
de Lie € um espaco vetorial ao qual agregamos uma operacdo binaria bilinear
antisimétrica satisfazendo a identidade de Jacobi, constituindo em particular uma
algebra ndo-associativa. Suas propriedades sédo definidas como
Bilinearidade: [aF + G,H] = a[F,H] + [G,H]
Anti-simetria:[F, G] = —[G, F]
Identidade de Jacobi:[[F,G], H] + [[G, H], F] + [[H,F,]1G] = 0

Concebida a partir dos trabalhos originais de Sophus Lie desde a década de
1870, as algebras de Lie podem ser encontradas hoje em dia em varias areas da
matematica, tanto pura quanto aplicada. As estruturas algébricas de colchetes de
Poisson e de Dirac constituem instancias de algebras de Lie. Tal fato, contudo, é por
vezes deixado de lado ou esquecido em varias aplicacdes de colchetes de Poisson e
de Dirac, levando a desnecessaria repeticdo de demonstracdes, mais longas e
complicadas. Neste trabalho, temos como objetivo definir e caracterizar as estruturas
de colchetes de Poisson e de Dirac e demonstrar que constituem efetivamente

algebras de Lie.

MATERIAL E METODOS

Como ambiente inicial para definirmos os colchetes de Poisson, consideramos
inicialmente um espacgo simplético de dimensdo 2n dado por um conjunto de variaveis
reais independentes ¢* e p, com k = 1,...,n, doravante denominado de espaco de
fase. A partir dai, consideramos o conjunto de func¢des diferenciaveis em 2n variaveis
reais. Considerando somatorios envolvendo as derivadas parciais destas fungoes,

definimos o paréntese de Poisson de forma derivativa.

[FG]_i(aFaG oF ac) .
" &i\agkop. dpdq* =

Apoés a devida implementagdo demonstramos que o colchete de Poisson,

constitui portanto uma algebra de Lie. Em seguida selecionamos um conjunto de m
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fungbes particulares, denominadas vinculos, a partir dos quais podemos enfim definir

0s colchetes de Dirac como uma extensdo do conceito anterior de colchete de
Poisson. Os resultados dos célculos dos colchetes de Poisson entre os vinculos,
geram um conjunto de m2 fun¢des organizadas na matriz de vinculos. Invertendo a
matriz de vinculos, podemos enfim definir a estrutura de colchete de Dirac. Em
seguida, demonstramos explicitamente as trés propriedades de algebra de Lie,
bilinearidade, anti-simetria e identidade de Jacobi para os colchetes de Dirac.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Iniciamos provando as trés propriedades de algebra de Lie utlizando a
operacao dos colchetes de Poisson (1) e provando assim que ela satisfaz uma algebra
de Lie. Posteriormente utilizamos a operacdo do colchetes de Dirac (2) para

demonstramos que este forma também uma algebra de Lie.

(F.G) = (F,.G} = ) {F,¢a)Car( 90, G} (2)
a,b

Os colchetes de Dirac sao lineares em cada entrada e a verificacdo da anti-

simetria é dada abaixo:

(F.GY = ~(G.F} = Y (0, 6YCan(F, 90} = (6, F) ~ Y (6, 6a)Canl b FY) = ~(G,F}
a,b a,b

A identidade de Jacobi pode ser demonstrada em partes inicialmente conforme
figura 1.

FIGURA 1: Demonstracado da Identidade de Jacobi para Colchetes de Dirac

({F.G}" . H}* = ({F.G} — Y_{F.0u}Cu{6s.G}. H}"

={{F.G} - {F.6,

} M»G’LH}*;HF‘E;}
—Z’{I-l Ga}Cab{ 0, G}, 6} Coa{a, H}
= (k/:r;p H} - Z({/v:q }Cu{00: G}, H} — lewuau}_w}
=Y {{F 0}Cu{er, G 0H)Coala, H}
{{G,H}".F} = {{G,H} - z:((?.u‘,}(f',y,{u,‘.H).F}‘
{G. HY - Z:{(J.a,}(',,r(w, HY,F} — Znu. H}
> (G 6a}Car{n, H}. 6c}Ceal6a, F} ‘
= (k(}’,H}.F} ~ Y {{G. ¢} Cu{en. H}. F} 72{:‘:(((:_}1} 6e}

ab .

=" {{G. 0a}Cur{tn. H}. 6.})Cea{ba, F}

({H,F}.G}* = {{H,F} Z'(n 0a}Cu{tn, F}.G}*

= {{#.F} f,‘(H ¢u}Cu{tr, F}.G} ZHH F}

- Z:(H. a}Cot{ 00, F}, 00} Coa{ 04, G}

= {{H_r}_ G} Z:{(H. 62 }Cos{con, F}. G} — Z{({H F}, 6.}

= {{H, 6a}Cusfr, F}, 6} Cea{02, G}

{FGY HY +{{G, H}Y . F}* +{{H,F}",G}" =0
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CONCLUSOES

Deste modo, trouxemos a definicdo de algebras de Lie que séo constituidas de
um espaco vetorial, as quais dentre suas amplas ramificagbes e representacdes foi
estudada e analisada suas aplicages na Fisica. Foi trazido sua definicao detalhada, e
a partir disto, o quanto esta interligada a outras opera¢cdes como 0s colchetes de
Poisson e os colchetes de Dirac, de maneira que demonstramos que estas operacdes
constituem uma Algebra de Lie. Priorizando as aplicacdes fisicas concretas,
observamos que todos os conceitos na definicdo e propriedades formais abstratos se
fazem claramente presentes, possuindo um papel relevante especifico e uma

correspondente interpretacdo em cada aplicacao particular.
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