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TEMPERATURA NO MAPA LOGISTICO

Samuel S. Santos?, Guilherme V. B. Santos?, Ignacio S. Gomez®*

RESUMO

Usando o Teorema da Equiparticdo (ET), propomos uma definicdo de temperatura para
0 mapa logistico, denominada temperatura do mapa (TM), que funciona como uma
assinatura macroscoépica da dindmica do sistema. O ET normalmente se aplica a
sistemas ergddicos em equilibrio térmico, nos quais o espaco de fases apresenta uma
distribuicdo de probabilidade uniforme entre todos os estados acessiveis. Para
investigar os limites de aplicabilidade do ET, analisamos diferentes regimes dinamicos
do mapa logistico incluindo dinamicas regulares, oscilatorias, o limiar do caos e
comportamento cadtico totalmente desenvolvido — em termos da TM. Nossos
resultados mostram que a TM passa por uma fase transitéria curta, apos a qual converge
rapidamente em toda a faixa de parametros estudada. Valores de TM praticamente
nulos estdo associados a dindmicas regulares, enquanto valores nao nulos
correspondem a regimes cagéticos, incluindo tanto o caos plenamente desenvolvido
guanto o inicio do caos. Por definicdo, a TM é adimensional e é numericamente
normalizada em relagcdo a uma temperatura caracteristica do sistema. Nos casos em
que h& expressdes analiticas disponiveis para as Orbitas, os resultados formais para a
TM coincidem de forma préxima com os célculos numéricos. Esses achados indicam
gue a TM estd bem definida na presenca de pequenas flutuacdes tipicas de regimes
regulares, assim como em certos regimes cadéticos, o que a torna compativel com as
premissas do ET. Adicionalmente, discutimos conexdes tedricas entre a densidade
invariante do mapa e operadores de Markov, enriquecendo ainda mais a interpretacdo
da TM dentro desse arcabouco.
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Using the Equipartition Theorem (ET), we define a dimensionless map temperature (MT)
for the logistic map as a macroscopic indicator of its dynamics. ET typically applies to
ergodic systems in thermal equilibrium with uniform probability distributions. To explore
its applicability beyond traditional contexts, we analyze MT across different dynamical
regimes of the logistic map: regular, oscillatory, near the onset of chaos, and fully chaotic.
We find that MT undergoes a brief transient before stabilizing across the entire parameter
space. Near-zero MT values correspond to regular dynamics, while nonzero MT values
indicate chaotic behavior, including both onset and fully developed chaos. MT is
normalized relative to a characteristic system temperature and remains consistent even
in regimes with small fluctuations. In cases with analytical orbit expressions, MT matches
well with numerical results. We also explore theoretical links between MT, the map’s
invariant density, and Markov operators, supporting MT’s validity as a macroscopic,
thermodynamic-like descriptor in deterministic systems.

KEYWORDS: Equipartition Theorem, Logistic Map, Markov Operators.

INTRODUCAO

Na mecanica estatistica classica, o Teorema da Equiparticdo (TE) estabelece
uma relacao entre a temperatura total de um sistema e a média da energia cinética total
de suas particulas. Para o caso ideal de um sistema com particulas néo interagentes, a
energia média por particula é expressa por

3
Eparticle = EkBT

0 que demonstra a proporcionalidade direta entre a temperatura e a energia

cinética média, representada pela velocidade quadratica média das patrticulas.

Com base neste principio, propomos um método para determinar a temperatura

a partir da andlise da dinamica das particulas. Considerando um caso unidimensional

para simplificar a abordagem e utilizando uma temperatura adimensionalizada =

[
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introduzimos a grandeza T (u, N, M). Esta é definida como a média do quadrado

dos deslocamentos das particulas em um Unico passo de tempo, calculada sobre um

conjunto de M trajetdrias distintas, conforme a equacao:
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Neste contexto, a grandeza T(u, N, M), derivada diretamente da dinamica das
Orbitas, emerge como uma contraparte numérica para a temperatura termodinamica,
estabelecendo uma conexao direta entre a teoria fundamental e a analise de dados de

trajetérias do sistema.

MATERIAIS E METODOS

A implementacao do célculo de temperatura para 0 mapa logistico seguiu um
procedimento numérico e de processamento de dados especifico. A grandeza T (u, N, M)

foi calculada para um conjunto de valores no intervalo do parametro y de 0.05 a 4.

Adicionalmente, foi estudada a evolucéo temporal da temperatura, analisando-se
a grandeza T(u,N,M) em funcdo do passo N de iteracdo. Este procedimento é
fundamental para observar a dindmica do sistema até que ele atinja um estado
estacionario, permitindo a identificagdo de comportamentos transientes. A analise
temporal fornece a base para o célculo da temperatura média, que é realizada sobre os
passos subsequentes ao periodo transiente.

Para garantir a robustez estatistica, foram utilizadas M = 10> condi¢des iniciais
distintas (x(()j)) e a evolucéo de cada 6rbita foi acompanhada por N = 103passos. Foi

verificado que um aumento no nimero de condigdes iniciais para além 10°n&o alterava

significativamente o comportamento da temperatura calculada.

Durante a analise bruta dos dados observou-se a existéncia de um breve
transiente temporal no comportamento da temperatura para alguns valores de u . A fim
de obter um valor de temperatura representativo do estado estacionario do sistema, foi
calculada uma média temporal de T (u, N, M) para cada u , negligenciando-se 0s passos
iniciais que compunham a regido do transiente. Para facilitar a comparagéo visual e a
analise dos resultados, a temperatura média final foi normalizada em relagdo ao valor

maximo observado em toda a faixa de u estudada.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A aplicagdo do método resultou em uma clara caracterizacdo dos regimes
dindmicos do mapa logistico através da temperatura. O grafico da temperatura média
normalizada em funcdo do parametro u (Figura 1) demonstra que, para a regido de
comportamento regular e periodico (0 < u < 3), atemperatura do mapa permanece com

valores préximos de zero. Na regido de transicao para 0 caos e no regime caético, a
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temperatura aumenta acentuadamente, indicando uma correspondéncia direta entre a
temperatura definida e a complexidade dindmica do sistema.

FIGURA 1: Valor médio da temperatura para u = 0.05,0.1, ...,3.90,3.95,4 com

N = 103 nimero de passos e M = 10°condicdes iniciais.

Average Temperature vs 4

Fonte: Préprio autor.

Além dos resultados numéricos, foram demonstrados resultados formais para o

comportamento assintético da temperatura:

Teorema (l): Para ointervalo 0 < u < 3, foi provado que a temperatura T (u, N)

converge para zero quando o nimero de passos N - o,

Teorema (Il): Para u = 4, correspondente ao caos totalmente desenvolvido, a
temperatura T (4, N) converge para um valor constante e positivo para um nimero de

passos N suficientemente grande.

FIGURA 2: Evolucéo temporal da temperatura para u = 4
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Temperature vs Time
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Fonte: Préprio autor.
A relacdo da temperatura com outras grandezas informacionais também foi
investigada. Os resultados mostram que a Informagédo de Fisher (FI) atinge seus
valores mais altos para temperaturas proximas de zero, enquanto a complexidade de

Cramer-Rao (CR) exibe valores significativos predominantemente em temperaturas
mais elevadas.

CONCLUSOES/CONSIDERAGOES

A implementacdo da metodologia proposta permitiu validar a temperatura,
T (u, N, M), como uma assinatura macroscépica robusta da dinAmica do mapa logistico.
A analise dos resultados demonstrou que essa grandeza € capaz de distinguir de forma
eficaz os regimes dinamicos do sistema, notadamente a transicdo de um
comportamento regular (baixa temperatura) para um comportamento caédtico (alta

temperatura), alinhando-se a interpretacéo fisica de temperatura como medida da

agitacdo do sistema.

A convergéncia da temperatura para zero nos regimes periodicos e para uma
constante positiva no regime de caos completo, provada formalmente, solidifica a
consisténcia tedrica da abordagem. A correlacdo observada entre a temperatura do
mapa e outras grandezas informacionais, como a Informacdo de Fisher e a
complexidade de Cramer-Rao, refor¢a seu papel como um caracterizador relevante da
dindmica.

A abordagem de aplicar conceitos da termodindmica estatistica a um sistema
deterministico se mostrou frutifera. Os resultados sdo promissores e indicam que a
metodologia pode ser estendida para a anélise de outros mapas cadéticos, como 0 mapa
tenda e o mapa circular, abrindo novas vias de pesquisa na caracterizacdo de sistemas

complexos.
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