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PASSEIOS ALEATORIOS DEFORMADOS DE ESTATISTICAS NAO
EXTENSIVAS?!

Daniel Rocha de Jesus?; Ignacio S. Gomez 3

RESUMO

Utilizando a equacdo mestra da caminhada aleatéria em um espaco de posicdes
deformado, associada a uma homotopia entre massas dependentes da posicao das
estatisticas de Tsallis e Kaniadakis, obtemos, no limite continuo, a equacédo de Fokker—
Planck homotépica (HFPE). A HFPE se apresenta como um caso particular da equacao
de difusdo de van Kampen, descrevendo um processo difusivo inhomogéneo bi-
paramétrico que incorpora os parametros de deformacao e homotopia. Essa abordagem
permite recuperar as equacgdes deformadas de Tsallis e Kaniadakis como casos limites.
O sistema exibe comportamento superdifusivo, com o desvio-padrdo médio homotépico
(HMSD) simétrico em relacdo ao parametro de deformagéo e sempre acima da difuséo
padrdao na faixa de parametros estudada. Adicionalmente, obtém-se uma solucao
estacionaria caracterizada por densidade entropica que evidencia um efeito de
blindagem do meio, derivado da versédo homotopica do Teorema-H. Essa distribuicio
estacionaria realiza uma interpolacao continua entre os regimes de Tsallis e Kaniadakis,
eliminando divergéncias do caso de Tsallis. O estudo demonstra que estruturas
homotopicas fornecem uma ferramenta tedrica eficiente para modelar
inhomogeneidades espaciais e dindmicas difusivas complexas em caminhadas
aleatorias, com potencial aplicacdo em diversos sistemas fisicos.

PALAVRAS-CHAVE: Caminhada aleatoéria; Estatistica de Kaniadakis; Estatistica de
Tsallis; Fokker—Planck; Homotopia.

DEFORMED RANDOM WALKS FROM NON-EXTENSIVE STATISTICS

ABSTRACT

Using the master equation of the random walk in a deformed position space, associated
with a homotopy between position-dependent masses from Tsallis and Kaniadakis
statistics, we obtain, in the continuous limit, the homotopic Fokker—Planck equation
(HFPE). The HFPE emerges as a particular case of van Kampen'’s diffusion equation,
describing a bi-parametric inhomogeneous diffusive process that incorporates both
deformation and homotopy parameters. This approach allows the recovery of the
deformed equations of Tsallis and Kaniadakis as limiting cases. The system exhibits
superdiffusive behavior, with the homotopic mean square displacement (HMSD)
symmetric with respect to the deformation parameter and always above the standard
diffusion within the studied parameter range. Additionally, a stationary solution
characterized by an entropic density is obtained, evidencing a shielding effect of the
medium, derived from the homotopic version of the H-theorem. This stationary
distribution performs a continuous interpolation between the Tsallis and Kaniadakis
regimes, eliminating divergences present in the Tsallis case. The study demonstrates
that homotopic structures provide an efficient theoretical tool for modeling spatial
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inhomogeneities and complex diffusive dynamics in random walks, with potential
applications in various physical systems.

KEYWORDS: Random walk; Kaniadakis statistics; Tsallis statistics; Fokker—Planck;
Homotopy

INTRODUCAO

O passeio aleatério ou random walk (RW) é um modelo matemético que
descreve 0 movimento de uma particula que d4 passos aleatérios em uma ou mais
dimensdes, em que a variavel aleatéria é tomada de acordo com uma determinada lei
de probabilidade ou funcdo de distribuicdo. A cada passo, a direcdo ou magnitude é
determinada de forma aleatéria, simulando processos como difusdo de particulas,
comportamento de precos financeiros e até dinamicas biologicas.

Historicamente, o conceito de RW surgiu a partir de um problema proposto por
Karl Pearson em 1905 aos leitores da revista Nature, no qual ele questionava sobre a
probabilidade de um homem, que inicia sua jornada a partir de um ponto e faz uma série
de movimentos aleatorios em diregcfes diferentes, finaliza a uma certa distancia de seu
ponto inicial apdés um nimero de passos (Klafter e Sokolov, p.4, 2011).

No mesmo ano, Albert Einstein abordou um problema semelhante, mas dentro
do contexto da Fisica, em seu artigo sobre 0 movimento de particulas suspensas em
liguidos estaticos, que fazia parte de seu trabalho de doutorado. Um ano depois, Marian
Smoluchowski publicou uma discusséo independente sobre a caminhada aleatoria,
utilizando uma abordagem combinatéria.

No entanto, o conceito de passeio aleatério foi observado pela primeira vez por
Robert Brown em 1827 ao estudar grdos de pélen, e mais tarde, em 1900, foi
formalizado como um modelo por Louis Bachelier para analisar especulactes
financeiras. O trabalho em questdo generaliza este modelo classico, introduzindo
inomogeneidades espaciais por meio de uma estrutura homotopica e do formalismo de

estatisticas ndo extensivas.

MATERIAIS E METODOS

A metodologia desta pesquisa consistiu na generalizagdo do passeio aleatério
padréo através da introdugcdo de um passeio aleatério homotopico (HRW). Este HRW
foi construido a partir de uma deformacgédo homotopica da massa dependente da posi¢éo
(PDM), que estabelece uma conexdo continua entre as estatisticas nao extensivas de

Tsallis e Kaniadakis. Para tal, foram utilizadas ferramentas como operagfes aritméticas
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deformadas e equacdes mestras. A partir da equacdo mestra para o HRW no espaco
deformado, foi derivada a equagdo de Fokker-Planck homotopica (HFPE) no limite
continuo. As analises das trajetdrias e do comportamento difusivo foram realizadas tanto
de forma analitica quanto por meio de simulagdes numéricas com o software Wolfram

Mathematica.
RESULTADOS E DISCUSSAO
A anélise dos resultados revelou uma rica fenomenologia decorrente da estrutura

homotdpica com massa dependente da posi¢do, em que nos casos limites de A =[0,1] recuperam
as estatatisticas de Tsallis e Kaniadakis, expressas a seguir.

mo . .
myo(x) = T3 7222 (Kaniadakis PDM)
my .
my1(x) = m ,  (Tsallis PDM)

As trajetorias do HRW, simuladas numericamente, exibiram comportamentos distintos
em funcéo do pardmetro de homotopia A: para A=0 (Kaniadakis), o comportamento foi aleatorio
e similar a0 RW padrao, enquanto para A=1 (Tsallis), as trajetorias convergiram para um ponto
de confinamento x=—1/y, e para valores intermediarios de A, observou-Se um comportamento

misto.
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Figura 1- Passeios homotopicos apds n=100 passos partindo de x=0 com p=1/2

A solucdo analitica da equacdo de Fokker-Planck homotopica (HFPE) permitiu obter a
funcédo de densidade de probabilidade (PDF), P«), que descreve a evolugéo do sistema no espaco

padrdo



XXIX Seminario de Iniciacdo Cientifica e Tecnoldgica 2025

/ In2 <(/1 +yx 41+ 2yAx + y2x2>\
1 1

- | I+1
P(x,t) = exp| —
J1+2yAx +y2x2\2nTt \ (2Tt)y? /

A evolucdo temporal da PDF mostrou uma transicdo de uma distribuicdo inicial delta
para distribuicBes assimétricas e com caudas pesadas, caracteristicas de difusdo andmala. O
calculo do desvio-padrdo médio homotdpico (HMSD), ayz_,l(t), confirmou quantitativamente a
natureza superdifusiva do processo para todos os valores de A e y estudados, indicando uma

propagacdo mais rapida do que a difusdo normal, onde c?(t) o< t.
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Além disso, a formulagdo de uma versdo homotopica do Teorema-H levou a definigéo de
uma densidade entrépica estacionaria (SED). A andlise da SED mostrou que, mesmo no
estado de equilibrio (t—), as inomogeneidades do meio persistem, criando um "efeito

de blindagem™ que modula a distribuicdo de probabilidade.

— A=1 (Tsallis)
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Figura 2 - Razao da densidade entrépica estacionaria homotopica

Notavelmente, a homotopia remove a divergéncia presente no caso de Tsallis,

conferindo maior robustez fisica ao modelo.
CONCLUSOES/CONSIDERAQOES

Este trabalho apresenta o passeio aleatério homotépico (HRW), uma
generalizacdo do passeio aleatério tradicional baseada em uma deformacgéo
homotopica que conecta as massas dependentes da posi¢do de Tsallis e Kaniadakis. A

partir dessa construcdo, derivamos a equacao de Fokker—Planck homotépica (HFPE),
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gue descreve as caracteristicas microscopicas inhomogéneas da HRW no limite
continuo.

Os resultados mostraram que a HFPE apresenta superdifusdo e depende
fortemente dos paradmetros de deformacgéo. As trajetérias da HRW exibem diferentes
regimes, incluindo convergéncia, aleatoriedade e divergéncia, conforme os valores
homotdpicos. A solucdo da HFPE permite recuperar os casos deformados de Tsallis e
Kaniadakis e evidencia comportamentos mistos para valores intermediarios do
parametro homotopico.

A andlise do desvio-padrdao médio homotépico (HMSD) indicou superdifusdo em
todos os casos e simetria em relacdo ao parametro de deformacéo, enquanto a razao
SED homotdpica evidenciou efeitos de blindagem inhomogénea e, no caso de Tsallis,
divergéncia consistente com a localizagéo da particula.

A principal contribuicdo consiste em uma metodologia para gerar difusdo
inhomogénea via homotopias entre estruturas nao extensivas, ampliando as
possibilidades de estudo de sistemas complexos. Potenciais aplicagdes incluem
transporte em meios heterogéneos, dindmica de particulas, sistemas biolégicos e
processos econdmicos. Este trabalho reforca ainda a versatilidade da teoria do passeio
aleatorio, que pode ser aplicada em modelos simples, paralelos, inteligentes ou
combinados, demonstrando sua relevancia para diferentes contextos académicos e

tecnologicos.
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