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RESUMO

O presente trabalho estuda a dindmica do mapa logistico a partir de uma caracterizacdo
probabilistica em termos da sua densidade invariante. Analisam-se os regimes rele vantes da
din&mica (regular, oscilatorio, inicio do caos e totalmente cadtico) utilizando a Informacéo de
Fisher (FI) e a complexidade de Cramér-Rao (CR) como quantificadores informacionais.
Verificou-se que essas ferramentas sdo capazes de distinguir as difer entes regides dinamicas
do mapa. A Informacéo de Fisher atinge seu valor maximo no comportamento regular,
enquanto a complexidade CR exibe varia¢cdes e um valor méx imo préximo ao cenario de
Pomeau-Maneville, sendo eficaz para diferenciar regimes onde a Fl sozinha ndo consegue.
Os resultados demonstram que a Fl e a complexidade CRsaoquantificadores estatisticos
eficazes para fornecer uma assinatura informacional da dindmica do mapa.
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FISHER INFORMATION AND CRAMER-RAO COMPLEXITY IN THE CHARACTERIZATION
OF THE DYNAMIC REGIMES OF THE LOGISTIC MAP

ABSTRACT

This work studies the dynamics of the logistic map based on a probabilistic character ization
in terms of its invariant density. The relevant regimes of the dynamics (regular, oscillatory,
onset of chaos, and fully chaotic) are analyzed using Fisher Information (FI) and Cramér-Rao
(CR) complexity as informational quantifiers. It was found that these tools are able to
distinguish the different dynamical regions of the map. Fisher Informa tion reaches its
maximum value in the regular behavior, while the CR complexity exhibits variations and a
maximum value near the Pomeau-Maneville scenario, proving effective in differentiating
regimes where Fl alone cannot. The results demonstrate that FI and CR complexity are
effective statistical quantifiers for providing an informational signature of the map’s dynamics.
1 KEYWORDS: Chaotic Dynamics, Cramér-Rao Complexity, Fisher Information, Invariant
Measure, Logistic Map.

INTRODUCAO

Mapas discretos, como 0 mapa logistico, sao ferramentas fundamentais para o estudo
da evolucdo de sistemas dindmicos. O mapa logistico é de especial interesse por sua
capacidade de gerar uma vasta gama de comportamentos, desde regimes regulares e
periddicos até o caos completo, passando por intermiténcia e outros fendmenos complexos.

Uma abordagem para analisar essa dindmica € através de uma descricdo
probabilistica, que utiliza a evolucao de densidades de probabilidade governada pelo operador
de Frobenius-Perron. Nesse contexto, a densidade invariante representa o estado
estaciondrio do sistema no limite de tempos longos.

Para caracterizar as transicbes dinamicas, quantificadores estatisticos como a
Informacdo de Fisher (FI) e a complex idade de Cramér-Rao (CR) tém se mostrado
ferramentas tedricas poderosas. A FlI é particularmente sensivel a variagbes locais na
distribuicdo de probabilidade, atingindo valores altos para comportamentos regulares
(distribuic6es de pico) e valores baixos para dindmicas caoéticas (distribuicdes uniformes).

A complexidade CR, por sua vez, desempenha um papel complementar, permitindo
distinguir regimes dindmicos que podem apresentar valores semelhantes de Fl. O objetivo
deste trabalho €, portanto, caracterizar os regimes dindmicos do mapa logistico utilizando a

Fl e a complexidade CR, calculadas a partir da densidade invariante

MATERIAIS E METODOS
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A andlise foi realizada a partir da caracterizacdo probabilistica do mapa logistico,
definido pela equacédo xn+1l = pxn(1 - xn). A densidade invariante p(x) do mapa, que
representa a distribuicdo de probabilidade dos estados no limite assintético, foi construida
numericamente.

Para isso, 0 espaco de eventos [0,1] foi dividido em W intervalos (bins), e a densidade
em cada intervalo pi foi calculada como a fracdo de pontos da érbita que caem naquele
intervalo, apds um grande numero de iteragdes N.

Para os célculos numéricos, foram utilizados N = 106 passos e W = 1074 hins,
garantindo a convergéncia da densidade invariante. A partir da densidade de probabilidade
discreta {pi}, a Infor macaodeFisher foi calculada usando sua verséo discreta: Il[p] = 4 W-1i=0
(\ pi+1-Vpi)2. Acomplexidade de Cramér-Rao (CR) foi obtida pela expressao C[p] = I[p]x02,
onde 02 é a variancia da distribuicdo de probabilidade. Esses dois quantificadores foram entdo
calculados para um conjunto de valores do parametro de controle g do mapa logistico, a fim

de analisar as transi¢cdes dinamicas.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A analise da Informacéo de Fisher (FI) em funcéo do pardmetro pu (Figura 1 do artigo)
revelou que a Fl atinge um méaximo absoluto em p = 1, correspondente a um comporta mento
regular onde as orbitas convergem rapidamente. Para valores entre 1 < u < 3.4, a Fl se
mantém aproximadamente constante, ndo sendo capaz de distinguir as transi¢cdes dinamicas
nessa regiao.

A partir de p = 3.4, a Fl comega a diminuir, atingindo seu valor minimo no regime
totalmente cadtico em 1 = 4, como esperado, ja que o0 caos estéd associado a uma distribuicao
mais uniforme. Por outro lado, a complexidade de Cramér-Rao (CR), ilustrada na Figura 2 do
artigo, demonstrou ser um quantificador mais sensivel para diferenciar os regimes dinamicos.

A complexidade CR apresenta varia¢cdes notaveis e um pico de valor elevado proximo
a regiao do cenario de Pomeau Maneville (3.56995 < y < 3.82843), uma é&rea de transicao
para o caos. A relacdo entre os dois quantificadores mostra seu comportamento
complementar: em regides onde a Fl atinge valores muito altos (comportamento regular), a
complexidade CR é incrivelmente pequena, e vice-versa. Isso confirma que a complexidade
CR fornece informagBes adicionais, distinguindo comportamentos que a Fl sozinha nédo

consegue diferenciar.

CONCLUSOES/CONSIDERACOES
Este estudo demonstrou que a Informacéo de Fisher e a complexidade de Cramér Rao,

calculadas a partir da densidade invariante, sdo quantificadores eficazes para car acterizar e
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distinguir os diferentes regimes dindmicos do mapa logistico. A FI se mostrou Util para
identificar o comportamento regular em oposi¢éo ao caético, enquanto a com plexidade CR
forneceu uma distingdo mais fina entre as transi¢cdes dinamicas, especial mente na regido de
inicio do caos. A complementaridade entre as duas medidas oferece uma caracterizagéo
informacional robusta da dinamica do sistema.

Os resultados obtidos sdo promissores e a metodologia aplicada pode ser
potencialmente estendida para a andlise de outros mapas cadticos, como o mapa tenda e o

mapa circular, a fim de aprofundar a compreenséo de suas complexidades dinamicas.
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Figura 1- FISHER VS mu
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Figura 2-COMPLEXIDADE VS mu
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