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ESPACOS DE HILBERT: UMA PONTE ENTRE ANALISE FUNCIONAL E
MECANICA QUANTICA
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RESUMO

Este trabalho aborda a relagéo entre andlise funcional e mecanica quantica, com énfase
no papel desempenhado pelos espagcos de Banach e de Hilbert na formulacdo
matematica da teoria. A pesquisa apresenta inicialmente conceitos fundamentais da
analise funcional, destacando definicbes de norma, produto interno, ortogonalidade e
completude. Em seguida, discute-se a relevancia dos espacos L2, que constituem o
ambiente natural para as funcbes de onda utilizadas na mecanica quantica,
possibilitando a interpretagdo probabilistica segundo o postulado de Max Born. A
metodologia adotada baseia-se em revisdo bibliografica de livros-texto e artigos
cientificos, buscando conectar a formalizacdo matematica com os principios fisicos. Os
resultados obtidos incluem a sintese de exemplos classicos de espagos de Banach e
Hilbert aplicados a quéantica, como o poc¢o potencial e o oscilador harmdnico, que
ilustram a pertinéncia das funcdes quadrado-integraveis. Conclui-se que a analise
funcional oferece uma linguagem precisa e indispensavel para a fundamentacdo da
mecéanica quantica, estabelecendo um elo entre matematica abstrata e teoria fisica.
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ABSTRACT

This work addresses the relationship between functional analysis and quantum
mechanics, emphasizing the role played by Banach and Hilbert spaces in the
mathematical formulation of the theory. The research first presents fundamental
concepts of functional analysis, highlighting the definitions of norm, inner product,
orthogonality, and completeness. Then, it discusses the relevance of L2 spaces, which
constitute the natural environment for wave functions used in quantum mechanics,
enabling the probabilistic interpretation according to Max Born’s postulate. The adopted
methodology is based on a bibliographic review of textbooks and scientific articles,
aiming to connect mathematical formalization with physical principles. The results
include the synthesis of classical examples of Banach and Hilbert spaces applied to
quantum theory, such as the potential well and the harmonic oscillator, which illustrate
the pertinence of square-integrable functions. It is concluded that functional analysis
provides a precise and indispensable language for the foundations of quantum
mechanics, establishing a link between abstract mathematics and physical theory.

KEYWORDS: functional analysis; Hilbert spaces; L? spaces; quantum mechanics; wave
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INTRODUCAO

A mecanica quantica, em sua formulacdo moderna, depende fortemente de
estruturas matematicas rigorosas para descrever estados fisicos e suas evolucoes.
Nesse contexto, a andlise funcional desempenha papel central, oferecendo o arcabouco
dos espacos normados, de Banach e de Hilbert. A funcdo de onda, objeto fundamental
da teoria, sO pode ser interpretada de forma probabilistica quando pertence a espagos

gquadrado-integraveis, isto é, ao espaco L2.

MATERIAIS E METODOS

O trabalho foi desenvolvido por meio de pesquisa bibliografica em livros classicos
de mecénica quantica e andlise funcional, bem como artigos cientificos relacionados ao
tema. Foram selecionados autores de referéncia, como Griffiths e Bazan, de modo a
comparar a abordagem fisica e a formalizacdo matematica. O método adotado consistiu
em identificar pontos de convergéncia entre as duas areas e reorganiza-los em uma
exposicao didatica que evidenciasse a importancia das ferramentas da analise funcional

para a quantica.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A pesquisa evidenciou que os conceitos de norma, produto interno e completude
fornecem a base necesséria para compreender a estrutura matematica da mecéanica
quéntica. Em patrticular, os espacos de Hilbert permitem representar funcées de onda
como vetores em um espaco dotado de produto interno, possibilitando a nocdo de

ortogonalidade e expansdo em bases ortonormais.

CONCLUSOES/CONSIDERACOES

Conclui-se que a analise funcional, por meio dos espacos de Banach e de Hilbert,
constitui uma ferramenta indispensavel para a mecanica quantica. A exigéncia de que
as fungBes de onda pertengam a L2 garante ndo apenas sua normalizagdo, mas também
a validade da interpretacao estatistica proposta por Born. A pesquisa, portanto, reafirma
a importancia de uma abordagem interdisciplinar que une rigor matematico e aplicacédo
fisica.

Como exemplos relevantes, pode-se citar o poco potencial infinito, no qual as
funcbes de onda assumem formas senoidais ou cossenoidais dentro da regido
permitida, garantindo que sejam quadrado-integraveis e, portanto, pertencentes a L2

Outro exemplo importante € o oscilador harménico, que também admite solucfes
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associadas a funcbes de onda pertencentes a L2, assegurando a normalizacéo
necessaria para a interpretacdo probabilistica. Esses casos evidenciam como a
exigéncia de quadrado-integrabilidade estd diretamente ligada a consisténcia da

formulacdo matematica e fisica da mecanica quantica.
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FIGURA 1: Energia potencial e funcédo de onda do estado de mais baixa energia

Fonte: Elaboragéo propria a partir de Eisberg (1999).
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FIGURA 2: Interpretacdo probabilistica da funcéo de onda.
Fonte: Elaboracao propria a partir de Eisberg (1999).



