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RESUMO:

Equacbes diferenciais de ordem n&o inteira, conhecida como calculo fracionério,
representam uma significativa generalizacdo do célculo diferencial e integral classico.
Essa area tem se mostrado fundamental pela ampla gama de aplica¢des, oferecendo
solugcdes mais abrangentes para problemas de diferentes naturezas. Em sistemas
fisicos complexos, a escolha da ferramenta mateméaticas adequadas é essencial, e o
calculo fracionario destaca-se por permitir uma modelagem mais precisa ao incorporar
efeitos de memdaria e ndo-localidade, aspectos que ndo podem ser descritos de forma
satisfatoria por equacdes diferenciais tradicionais. O presente trabalho tem como
objetivo introduzir os fundamentos do calculo fracionario e explorar suas potenciais
aplicacdes em sistemas fisicos. Adota-se como base a formulag¢éo proposta por Michele
Caputo, em 1969, que consolidou uma generalizacdo amplamente aceita do calculo
classico. A pesquisa busca ainda analisar as possibilidades de utilizacdo desse
formalismo na descricdo de dinamicas do mercado financeiro, uma vez que tais
sistemas frequentemente apresentam caracteristicas de complexidade, dependéncia
temporal e efeitos de longo alcance. Assim, pretende-se evidenciar como o célculo
fraciondrio pode contribuir para o desenvolvimento de modelos mais realistas e eficazes,
ampliando sua relevancia ndo apenas em ciéncias exatas, mas também em contextos

interdisciplinares, como na economia.
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ABSTRACT:

Fractional-order differential equations, also known as fractional calculus, represent a
significant generalization of classical differential and integral calculus. This field has
proven fundamental due to its wide range of applications, offering more comprehensive
solutions to problems of diverse natures. In complex physical systems, the choice of
appropriate mathematical tools is essential, and fractional calculus stands out by

enabling more accurate modeling through the incorporation of memory and non-locality
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effects, aspects that cannot be satisfactorily described by traditional differential
equations. The present work aims to introduce the fundamentals of fractional calculus
and to explore its potential applications in physical systems. It adopts as a basis the
formulation proposed by Michele Caputo in 1969, which consolidated a widely accepted
generalization of classical calculus. The research also seeks to examine the possibilities
of employing this formalism in the description of financial market dynamics, as such
systems often display characteristics of complexity, temporal dependence, and long-
range effects. In this way, the study intends to highlight how fractional calculus can
contribute to the development of more realistic and effective models, thereby extending
its relevance not only to the exact sciences but also to interdisciplinary contexts, such as

economics.
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INTRODUGAO:

As equacdes diferenciais de ordem néo inteira, abordadas pelo calculo fracionério,
emergem como uma ferramenta matematica inovadora que amplia o propésito do
calculo diferencial e integral tradicional. Essa abordagem é particularmente eficaz na
modelagem de sistemas fisicos complexos, onde as limitagfes das equagdes de ordens
inteiras frequentemente falham em refletir a dindmica real dos fenbmenos observados.
O célculo fracionario viabiliza a exploracdo de conceitos de ordem fracionaria,
oferecendo uma compreenséo mais profunda e abrangente de problemas matematicos
e fisicos. Sua origem remonta meados de 1695, com uma proposta de L’Hopital que
desafiava a interpretacdo das derivadas fracionarias. Essa questédo provocativa inspirou
o desenvolvimento de uma rica teoria matematica, com contribuicbes de renomados
matematicos, como Gottfried Leibniz. A literatura sobre calculo fracionério tem se
expandido significativamente, consolidando sua relevancia em diferentes dominios
cientificos. Pesquisadores como Oldham e Spanier (1974), Podlubny (1999) e Kilbas
(2006) aprofundaram as bases tedricas desse campo, formalizando definiges rigorosas
e aplicabilidades préticas. Estudos recentes demonstram que as equacdes diferenciais
fracionarias sdo fundamentais na descricdo de fenébmenos com memoria e efeitos de
hereditariedade, sendo amplamente utilizadas na fisica estatistica, matemética e em
sistemas financeiros. Entre os diversos métodos do calculo fracionario, as derivadas de
Caputo se destacam por sua capacidade de manejar integrais e derivadas de ordens
arbitrarias, incluindo ordens racionais. Essas derivadas sdo especialmente valiosas na
modelagem de sistemas que incorporam memoria e a influéncia de estados passados,

proporcionando uma descricdo mais precisa e realista de fenbmenos complexos e
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dindmicos. Conforme sugerido por Diethelm (2010), as propriedades das derivadas de
Caputo facilitam a formulacdo de condicdes iniciais em problemas de valor inicial,
tornando-as mais adequadas para aplicacdes fisicas e financeiras. Neste trabalho,
realiza-se um estudo aprofundado sobre os mecanismos de resolu¢cdes no calculo
fracionario, com enfoque nas aplicacdes das derivadas e integrais de Caputo. Assim,
buscamos explorar suas propriedades, métodos analiticos e compreensdo em
diferentes contextos, visando demonstrar como essas abordagens podem enriguecer a
modelagem de fendmenos complexos em diversas areas do conhecimento, tais como:

fisica, matemética, quimica e, em especial, economia.

MATERIAIS E METODOS:

As equacdes diferenciais de ordem néo inteira, abordadas pelo calculo fracionario,
surgem como uma ferramenta matematica poderosa para modelagem de sistemas
complexos. Assim, o presente trabalho fundamenta-se em uma abordagem tedrica,
apoiada em revisao bibliogréafica de livros e artigos especializados em célculo fracionario
e equacdes diferenciais. Como principal referencial matematico, adota-se a formulagéo
proposta pela literatura de Michele Caputo (1969), amplamente aceita por sua
capacidade de generalizar o calculo classico e preservar de forma consistente as
condig¢des iniciais em sistemas complexos. Os materiais utilizados consistem em fontes
académicas estabelecidas, incluindo artigos cientificos de periddicos indexados, teses
e obras de referéncia que abordam tanto os fundamentos quanto as aplicacbes do
calculo fracionario em sistemas fisicos, financeiros e de engenharia.
Complementarmente, empregaram-se ferramentas matematicas classicas, como a
fungdo Gama, a derivada fracionéria de Caputo e a integral fracionaria associada, além
da Transformada de Laplace, utilizada para a conversdo de equacgdes diferenciais em
expressdes algébricas mais manejaveis. O método de trabalho compreendeu trés
etapas principais: (i) levantamento e analise da literatura relevante, priorizando estudos
gue consolidaram as definicbes formais da base do calculo fracionério; (i)
sistematizacdo das formulacdes matematicas centrais, com destaque para a derivada
de Caputo, bem como suas propriedades; (iii) exploracdo das aplicacbes por meio de
modelagem conceitual e andlise comparativa, ressaltando as vantagens do formalismo
fracionario em relacdo as equacdes diferenciais classicas. Assim, este estudo pauta-se
em um procedimento essencialmente analitico, cujo objetivo é evidenciar o potencial do
calculo fracionario como ferramenta de modelagem para fendbmenos de natureza

complexa, destacando suas implicag6es teoricas e interdisciplinares.
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RESULTADOS E DISCUSSAO:

Em termos gerais, é notério o papel fundamental do calculo fracionario como uma
ferramenta matematica essencial para a resolucdo de sistemas complexos,
especialmente em contextos nos quais as equacgtes diferenciais de ordem inteira ndo
oferecem uma analise suficientemente abrangente e precisa. Essa abordagem
promissora permite modelar fenbmenos dindmicos com maior fidelidade, incorporando
efeitos de memodria e hereditariedade que frequentemente desempenham um papel
crucial na evolugdo de determinados sistemas como um todo. Dessa forma, a utilizagao
das equacg0es diferenciais fraciondrias, particularmente aquelas formuladas por meio da
derivada de Caputo, proporciona um avancgo significativo na andlise e na compreenséo
de sistemas dinamicos complexos, resultando em previsbes mais precisas e
representagcbes matematicas mais realistas da realidade observada. Por outro lado,
obtivemos equagdes satisfatérias em termos de fisico-quimica e, especialmente, em um
modelo tedrico acerca da econofisica, na qual utilizamos a equacgdes de Black-Scholes
e introduzimos os conceitos da derivada de Caputo para almejarmos melhor anéalise dos
resultados. Vale ressaltar, que o modelo ainda nao foi colocado em pratica, pois
precisamos encontrar uma expressdo que descreveria de modo competente a
volatilidade, onde a mesma mede a dispersdo dos retornos de um ativo ao longo do
tempo, refletindo seu risco e incerteza. E essencial na precificacdo de opgbes, no

gerenciamento de risco e na modelagem de séries financeiras

CONCLUSOES/CONSIDERACOES:

Por meio do célculo fracionario, € possivel visualizar determinados problemas com mais
precisdo, pois ele nos permite uma melhor abordagem dos sistemas fisicos, visando
assim obter resultados mais exatos na modelagem de fenbmenos naturais, como no
caso do decaimento radioativo e em expressfes que descrevem o sistema financeiro e
operacbes de um ativo. Além disso, € evidente que a generalizagdo do calculo
proporcionou uma nova perspectiva em situacfes sofisticadas onde a matematica
classica falha em resolver problemas. Dessa forma, podemos observar sua real
importancia ao trabalhar com sistemas financeiros, nos quais estudos recorrentes
podem ser conduzidos com o objetivo de uma avaliacdo mais precisa das possiveis
variagbes que o mercado pode apresentar Portanto, sera possivel trabalhar com a
derivada fracionaria de Caputo, que oferece uma maneira eficiente de incorporar a
memoria de longo prazo nos modelos financeiros, melhorando a precisdo na

precificagdo de opc¢bes e na avaliacdo de riscos, além de possibilitar estudos de
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commodities, tais como as variagdes do preco de mercado do Café. Conclui-se que o
calculo fracionario constitui hoje um campo consolidado e em constante expansao, nao
apenas pela relevancia te6rica ha matematica e na fisica, mas também por seu potencial
como ferramenta sofisticada de modelagem de sistemas complexos. Além disso, a
natureza nao local e a capacidade de incorporar efeitos de memoria conferem a essa
area do conhecimento um carater singular, permitindo descrever fenbmenos que nao
podem ser satisfatoriamente tratados pelos métodos diferenciais tradicionais. Este
trabalho, ao longo de seu desenvolvimento, permitiu extrair observacdes relevantes e
aprofundar a compreensédo sobre o tema, evidenciando que os resultados alcangados
sdo parte de um processo continuo de evolugdo e aprimoramento cientifico. Vale
ressaltar que sua ampla aplicabilidade, somada ao desenvolvimento continuo de novas
metodologias, algoritmos e interpretacées, torna-o um campo promissor, cujas
possibilidades seguem se expandindo e modernizando a cada dia, acompanhando os
desafios impostos pela crescente complexidade dos problemas cientificos e

tecnolégicos contemporaneos.
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