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UM ESTUDO SOBRE TEOREMAS CLASSICOS DA ANALISE FUNCIONAL:
TEOREMA DA APLICACAO ABERTA E DO GRAFICO FECHADO.

Eduardo Tavares Freire 11, Lucas Venancio Da Silva Santos 22

RESUMO

O Teorema da Aplicacdo Aberta (TAA) é um dos teoremas classicos da Analise
Funcional. Ele garante que se um operador linear € definido entre dois espacos de
Banach e esse é continuo e sobrejetor, entdo o operador € uma aplicacao aberta. Para
o (TAA), a sobrejetividade do operador é essencial, pois toda aplicagédo linear aberta
entre espacos normados é necessariamente sobrejetora. Outro resultado classico é o
Teorema do Gréfico Fechado (TGF) que, para espa¢cos de Banach em um operador
linear continuo, tem seu grafico fechado, valendo também a reciproca sob as mesmas
hipoteses. Temos, portanto, como objetivo abordar um estudo sobre todas as definicdes
e teoremas principais que contribuem para compreender estes resultados importantes.
E relevante ressaltar que apresentaremos apenas uma introducdo destes teoremas
importantes para o estudo de operadores com aplicacdes classicas presentes no estudo
da Analise Funcional, comentando sobre estes exemplos e implicacdes desses
teoremas nos respectivos exemplos. Por meio de uma metodologia qualitativa, e com
base em referenciais tedricos que abordam definicbes e teoremas importantes para 0s
estudos da Analise Funcional e de Operadores. Finalmente, abrangendo todos esses
topicos, queremos trazer exemplos de aplicacdes, comentar com compreensibilidade
sobre os teoremas, abordar os pesquisadores que contribuiram para o (TAA) e o (TGF),
verificando a importancia desses teoremas para os estudos da Analise Funcional.
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ABSTRACT

The Open Mapping Theorem (OMT) is one of the classical theorems in Functional
Analysis. It states that if a linear operator is defined between two Banach spaces and is
continuous and surjective, then the operator is an open mapping. For the OMT, the
surjectivity of the operator is essential, since every open linear mapping between normed
spaces is necessarily surjective. Another classical result is the Closed Graph Theorem
(CGT), which states that for a linear operator between Banach spaces, if the operator is
continuous then its graph is closed, with the converse also holding under the same
hypotheses. Therefore, our objective is to conduct a study of all the main definitions and
theorems that contribute to the understanding of these important results. It is relevant to
emphasize that we will present only an introduction to these important theorems for the
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study of operators, with classical applications found in Functional Analysis, discussing
examples and implications of these theorems in their respective contexts. Through a
qualitative methodology, and based on theoretical references that address important
definitions and theorems for the study of Functional Analysis and Operators, we aim to
cover all these topics, provide application examples, offer clear explanations of the
theorems, and discuss the researchers who contributed to the OMT and the CGT,
thereby verifying the importance of these theorems for the study of Functional Analysis.
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INTRODUCAO

A Andlise Funcional, consolidada como um dos pilares da matematica do século XX,
eleva os conceitos do Calculo e da Algebra Linear a contextos de dimensé&o infinita,
fornecendo uma estrutura forte para a investigacdo de espagos de fungbes e
operadores. Nesse cenario, dois teoremas se destacam pela sua profundidade e
utilidade: o Teorema da Aplicacdo Aberta (TAA) e o Teorema do Gréfico Fechado (TGF).
Esses resultados ndo s8o apenas pegas de interesse teorico; eles sdo ferramentas
fundamentais que garantem propriedades essenciais dos operadores lineares,
permitindo a andlise de problemas em equacdes diferenciais, teoria da aproximacao e

mecéanica quantica, entre outros.

MATERIAIS E METODOS

O Teorema da Aplicacdo Aberta é mais um resultado famoso da Analise Funcional,
devido a Banach (1929), e garante que se E e F s&o espacos de Banach, entdo todo
operador linear continuo e sobrejetor T: E — F é uma aplicagéo aberta, isto &, T(A) é

aberto em F sempre que A for aberto emE.

Definicdo 1.1 Uma aplicacdoT:E — F, onde E e F sdo espagos normados, é uma

aplicacdo aberta se T(A) € um aberto em F sempre que A é um aberto emE.

Exemplo 1.1 A aplicagédo T: R — R dada por T(x) = 2x tal que x € R, € aberta. Pois a

transformacéo leva de intervalo Aberto em Aberto. Ou seja, T((—1,1)) = (—2,2).

Teorema 1.1 (Teorema da Aplicacdo Aberta). Sejam E e F espacos de Banach.

SeT:E — F é uma aplicagao linear, sobrejetiva e continua, entdo T é aberta.
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Exemplo 1.2 Seja X um espaco de Banach (espaco normado completo) e considere o

operador, Identidade. Que leva o elemento nele mesmo.

LX-X, I(x)=x

Pelo Teorema da Aplicacao Aberta, as hipéteses sao; I seja linear, seja continuo, seja

sobrejetivo e que 0s espacos sejam espacos de Banach.

Linearidade
Para quaisquer x,y € ea,f3 €R (ou():

I(ax+ By) =ax + By = al(x) + BI(y)
Continuidade

1) e =1 x Iy

De fato, é continuo, pois o operador € limitado, Il I(x) I< 1:ll x || para todo x € X,logo.

A aplicado é continua uniformemente. O que faz dela continua.

Sobrejetividade
Paratodoy € X,existex =y € X, tal que I(x) = y.

Podemos dizer que é direta pela natureza do operador; pois leva do elemento a ele
mesmo. Da mesma forma a aplicacdo € de Banach direto pois, X é de Banach por

hipétese.

A grande utilidade do Teorema do Gréfico Fechado reside na seguinte observagéo: para
mostrar a continuidade de um operador T: E — F (linear ou ndo) via definicdo, devemos

provar que, para toda sequéncia convergente xn — x em E, é verdade que:

T(xn) = T(x)emF

No entanto, quando trabalhamos com operadores lineares entre espacos de Banach,
o Teorema do Grafico Fechado nos oferece uma alternativa poderosa. Em vez de
verificar a continuidade diretamente, podemos verificar que o grafico do operador é

fechado.
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Definicdo 1.2 Sejam E e F espacos normados e T:E — F uma aplicacdo. Definimos

o gréfico de T como o conjunto:

Graf(T) ={(x,y) EEXF;y =T(x)}.
Em outras palavras,

Graf(T) ={(x,T(x));x € E}.Graf(T) = {(x,T(x)); x € E}.

Teorema 1.2 (Teorema do Gréafico Fechado). Sejam E, F espacos de Banach e T:E —
F um operador linear. Entdo T é continuo se, e somente se, G(T) é fechado em (E X
F).

Exemplo 1.3 Considere X = R com norma usual e T:R = R, T(x) = cx, tal que (c é

constante).

Pelo Teorema do Gréfico Fechado; Seja o Gréfico.

G(T)={(x,cx) | x € R}G(T) = {(x,cx) | x € R} (retano plano)
Tome uma sequéncia

(n, T (x)) = (xp, cxy) NoO gréfico G(T). Suponha que (x,,cx,;) = (x,y) em R x R.

Xp =X
CXp 2 CX=Y

Logo, (x,y) € G(T) = grafico fechado = T continuo, Pelo teorema.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Este trabalho tem como objetivo principal realizar um estudo aprofundado sobre
0 Teorema da Aplicagdo Aberta (TAA) e o Teorema do Gréfico Fechado (TGF), adotou-
se uma metodologia qualitativa, baseada em revisdo bibliografica de referenciais
tedricos consolidados, com foco na compreensdo das estruturas matematicas que
fundamentam esses teoremas, suas equivaléncias e implicagbes. Em
seguida, buscamos explorar as equivaléncias dos Teoremas, destacando como o TAA

e 0 TGF se relacionam entre si e com outros resultados fundamentais. Por
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fim, interpretam-se as implicacdes desses resultados fundamentais, tanto do ponto de

vista tedrico quanto por meio de exemplos classicos de aplicacao.

CONCLUSOES/CONSIDERACOES

A realizacéo deste trabalho permitiu-nos alcangar um entendimento aprofundado de dois
teoremas fundamentais da Andlise Funcional, neste estudo buscamos trazer para a
graduacdo Teoremas que apenas sao vistos em mestrados ou doutorados, com 0O
objetivo de propor uma organizacdo diferente que chegue a niveis de graduacdo. A
confeccdo deste estudo estd atrelada a um Trabalho e de Conclusdo de Curso,
importante ndo apenas pela formalizacdo académica, mas também pela conquista
intelectual de explorar temas que transcendem o curriculo usual da graduacédo. A analise
de exemplos e aplicacdes foi essencial para evidenciar que ndo podemos enfraquecer
as hipbteses desses teoremas sem comprometer sua validade. Por fim, este trabalho
nao apenas sintetiza e explica resultados classicos, mas também abre portas para

estudos futuros, como a investigacao.
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